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Kiedy zombie atakuja. Model matematyczny wybuchu infekcji zombie.
Streszczenie:

Obecnie zombie sg jedng z najbardziej popularnych postaci w popkulturze i czesto
utozsamiane sg z przyczynami wybuchu wojen albo epidemii.

Bazujac na biologicznych zalozeniach oraz popularnych filmach mozna stworzy¢
model matematyczny wybuchu infekcji zombie. Model podstawowy opiera si¢ na
réwnowadze i stabilno$ci panujgcej w naturze. Inne wyniki otrzymamy kiedy uwzglednimy
okres ukrytego efektu zombie, tzn. ludzie sg ,,zarazeni”, cho¢ o tym nie wiedza dopdki nie
umrg. Kolejny model bierze pod uwage wpltyw kwarantanny oraz leczenia. Ostatnia teoria
koncentruje si¢ na intensywnej redukcji zombie oraz jej wplywie na rozwdj ekspansji tych
stworzen.

Z przedstawionych modeli wynika, ze tylko zastosowanie agresywnej walki z zombie
zatrzyma ich ekspansje.
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Wstep

Naukowcy zajmujacy si¢ modelowaniem przebiegu epidemii chorob zakaznych
opracowali szereg modeli dla plagi zombie. Otrzymane przez nich wyniki byly zaskakujace.
W swoim referacie przedstawi¢ modele wybuchu epidemii zombie oraz otrzymane przez
naukowcoOw rezultaty.

Historie 0 zombie wywodza si¢ z afro-karaibskiego systemu duchowych wierzen
Voodoo i opisujg one ludzi kontrolowanych przez poteznego czarownika. Wedtug tych
wierzen zombie to wskrzeszone ludzkie zwloki, ktore odzywiaja si¢ ludzkim migsem.
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Istnieje kilka mozliwych wytlumaczen stowa ,,zombie”. Jednym 2z nich, jest
pochodzenie od karaibskiego stowa ,jumbie”, oznaczajagcego ducha. Innym mozliwym
stowem zrédtowym jest ,,nzambi”, ktorym w Kongo okres$la si¢ ducha zmarlej osoby. Wedlug
stownika Merriam — Webster, stowo ,,zombie” pochodzi od stowa ,,zonbi” uzywanego
w Luizjanie lub w Haiti. Wedlug kultury kreolskiej, zonbi reprezentuje osobe, ktora zmarta,
a nast¢pnie zostata przywrocona do zycia bez zdolnosci mowy lub wolnej woli.

Wyznawcy Voodoo wierza, ze martwy czlowiek moze zosta¢ ozywiony przez
czarownika. Po wskrzeszeniu, zombie nie posiadajg wiasnej woli i pozostajg pod kontrola.
Mowi sig, ze czarodziej uzywa ,,proszku zombie” do procesu ,,zombifikacji”. Wedlug wierzen
proszek ten zawiera niezwykle silne neurotoksyny, ktore tymczasowo paralizujg uktad
nerwowy cztowieka i wprowadzajg go w stan hibernacji. Podczas tego stanu glowne narzady,
takie jak serce i1 ptuca, oraz wszystkie funkcje zyciowe, dzialajg na minimalnym poziomie.
Brak doptywu tlenu do mézgu powoduje przemiang cztowieka w zombie.

Nowoczesni zombie, czyli przedstawieni w ksigzkach, filmach lub grach, sg odmienni
od tych ukazanych przez VVoodoo. Na podstawie filmu Romero ,,Noc zywych trupow”, sa oni
przedstawieni jako bezmyslne potwory, ktore nie czujg bolu i majg ogromny apetyt na ludzkie
migso. Ich celem jest zabija¢, jes¢ lub zaraza¢ ludzi. ,,Nieumarli” poruszaja si¢ krotkimi
1 nieregularnymi krokami oraz pokazuja oznaki fizycznego rozktadu (np.: ich cialo gnije,
maja przebarwione oczy i otwarte rany). Nowoczesni zombie czesto sg zwigzani z apokalipsa,
gdzie cywilizacja ludzi moze zosta¢ zniszczona przez plage nieumartych. Niestety, ani filmy,
ani gry komputerowe, nie wyjasniaja powstania pierwszych zombie. Niektorzy uwazaja, ze
istoty te powstaly w wyniku promieniowania, inni — narazenia na dzialanie pylu wirusowego,
jeszcze inni, ze w wyniku ukaszenia genetycznie zmienionych pszczot.

Kiedy osoby podatne na zarazenie, zostajg ugryzione przez zombie, t0 W miejscu
ukaszenia tworzg si¢ otwarte rany, w ktoérych znajduje si¢ $lina zombie. Miesza si¢ ona
z krwig ugryzionego powodujac infekcje i rozpoczynajac przemiane cztowieka w zombie.

Zombie, ktore wybrano do rozwazan , prezentuja model klasyczny, to znaczy maja
nastgpujace cechy: wolno si¢ poruszaja, sa kanibalami i sg ,,nieumarli”. Istniejg roOwniez inne
odmiany zombie, ktore posiadaja wigcej odmiennych cech. Jednak ze wzgledu na ich
ztozonos¢, osobnicy ci nie byli brani pod uwage.

Model podstawowy
W modelu podstawowym, mozna wyr6zni¢ trzy klasy, na ktore zostata podzielona
populacja:

e ,.podatni”, czyli osoby podatne na zarazenie (S - oznacza ich liczbg),

e zombie (Z - oznacza ich liczbg),

e _usunigci”, sktadajg si¢ z osob, ktére umarty $miercig naturalng lub wskutek ataku

zombie (R - oznacza ich liczbe).

Osoby podatne moga umrze¢ poprzez $mier¢ naturalng, nie zwigzang z zombie (wskaznik
tej $miertelno$ci reprezentuje parametr «). Ludzie z klasy ,,usunietych” moga zostaé
wskrzeszeni i zamieni¢ si¢ w zombie (wskaznik ten reprezentuje parametr ). ,,Podatni” moga
ulec przemianie poprzez ugryzienie (wskaznik przemiany reprezentuje parametr y). Tylko
ludzie mogg si¢ zarazi¢ poprzez kontakt z zombie i tylko wtedy gdy zombie maja ochote na
ludzkie migso. Zatem zombie moga pochodzi¢ z dwdch zrodet:

e 7 niedawno zmarlego, usunigtego z grupy,

e 7 ,podatnego”, ktory miat kontakt z zombie.
Ponadto zaktada si¢, ze wskaznik urodzen jest staty, i oznaczamy go . Zombie mogg przejs¢
do klasy ,,usunigtych”, jesli zostanag zniszczeni, czyli w wyniku usunigcia im glowy Iub
zniszczenia mozgu (wskaznik przejscia reprezentuje parametr §). Przyjmuje si¢ takze, ze
zombie nie atakujg i nie zabijaja innych zombie.



Zalozenia te prowadza do nastgpujacych rownan:
S'=mn—ySZ—aS
Z' =ySZ + R — 65Z
R' =aS+ 65SZ — SR

as
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Rys.1. Diagram ilustrujgcy model podstawowy.
Zrédto: Munz P., Hudea 1., Imad J., Smith R. J., 2009, When zombies attack!: mathematical modeling of an
outbreak of zombie infection. [w:] Infectious Disease Modelling Research Progress, s. 136.

Zatem mozemy zapisaé, ze S'+Z'+R' =m, 0raz S+Z+ R —> o0, 0 ile m# 0.
Oczywiscie, S + oo, co w rezultacie doprowadzi do upadku cywilizacji, wiele ludzi umrze lub
stanie si¢ zombie.

Jesli zatozymy, ze wybuch epidemii nastapi w krotkim okresie czasu, to mozemy
zignorowa¢ wskaznik urodzen i zgonow. Zatem m = 0. Wstawiajac m = 0 do powyzszych
rOwnan, otrzymujemy:

—ySZ =0
ySZ + R —6SZ =0
6SZ—PR=0

Z pierwszego réwnania otrzymamy S = 0 lub Z = 0. Zatem dla S = 0 mamy réwnowage
pomigdzy ,,podatnymi” i ,usunietymi”, czyli (S,Z,R) = (0,Z,0). Natomiast dla Z =0
otrzymamy sytuacje, gdy zagrozenie zombie nie istnieje, (S,Z,R) = (N,0,0). Te réwnania
pokazuja, ze niezaleznie od zaistnialej réwnowagi, wspotistnienie ludzi 1 zombie jest
niemozliwe.

Gdy obliczymy jakobian dla S = 0, otrzymamy

det(J —Al) = —A{A> + [ — (y — §)N]A — yBN}.

Poniewaz wszystkie wartosci sg ujemne, to stad wynika, ze gdy nastapi wybuch infekcji,
zombie najprawdopodobniej zaraza kazdego.

Natomiast jakobian dla Z = 0 wyglada nastepujaco:

det(J — AI) = —A(—yZ — D)(—B — ).

Rownanie to ma zawsze pierwiastek dodatni, dlatego tez rownowaga ta jest niestabilna
i istnieje minimalne zagrozenie wybuchu epidemii.

Model utajonego zarazenia

Podstawowy model wybuchu epidemii bedzie wygladat inaczej, jesli uwzglednimy
w nim klas¢ osob zakazonych, wyodrgbniong z ,,podatnych” na infekcje. Przyjmuje si¢ okres,
okoto 24 godzin od ugryzienia, po ktorego uptywie organizm cztowieka ulega przemianie
w zombie.

Po uwzglednieniu klasy zakazonych, w modelu podstawowym zachodza nastgpujace
zmiany:

e ,podatni” najpierw przechodza do klasy zakazonych i pozostaja tam przez pewien
okres czasu,



e nastegpnie zakazeni osobnicy albo umierajg $§miercig naturalng zanim zostang zombie,
albo ulegaja transformac;ji.
Zatem otrzymujemy tzw. model SIZR.
S'=n—ySZ—aS
I"=ySZ — ol —al
Z'=pol+ BR—65Z
R'=aS+ ol +6SZ - BR
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Rys.2. Model SIZR: model podstawowy uzupetniony o utajone zakazenie.
Zrodto: Munz P., Hudea L., Imad J., Smith R. J., 2009, When zombies attack!: mathematical modeling of an
outbreak of zombie infection. [w:] Infectious Disease Modelling Research Progress, s. 139.

Tak jak poprzednio, jesli uwzglednimy zmienng liczbe urodzen i zgonéw, cywilizacja ulegnie
zagladzie zombie. Zatem nalezy przyja¢ krotki okres wybuchu epidemii oraz m = 0.
Wowczas z pierwszego roOwnania otrzymamy, ze S = 0 lub Z = 0. Postepujac analogicznie,
jak w modelu bazowym, otrzymamy dwa stany rownowagi:
Z=0=(S5I1,ZR)=(N,0,0,0),
S=0=(S1I,ZR)=(0,0,Z20).
Dlatego tez wspotistnienie ludzi i zombie znowu jest niemozliwe.
W pierwszym przypadku jakobian wyglada nastgpujaco:
det(J(N,0,0,0) — AI) = —=A[-A3 — (0 + B + 6N)A? — (06N + B — oyN)A + oByN].
Gdy oByN > 0, jakobian ten ma same dodatnie warto$ci wiasne, t0 rownowaga ,bez
osobnikow chorych” jest niestabilna i istnieje mozliwos¢ wybuchu infekcji.
W drugim przypadku, otrzymujemy nastgpujacy jakobian:

I[—VZ_—A 0 0 O]I

_ vZ —0—4 0 0

det(J(0,0,Z,0) — AI) = det _

0020 ~an=det| Vo TIT
57 0 0 —p-21

Wartoéci wlasne sa réwne: 0,—yZ,—o,—f i wszystkie s3 ujemne. Pocigga to za soba
wniosek, ze nawet gdy uwzgledni si¢ okres utajonego zarazenia, t0 zombie sg w stanie przejacé
kontrole nad ludzmi.

Ponizszy wykres pokazuje, jak zmienia si¢ liczba ludno$ci w zaleznosci od czasu, jaki
uptynat od wybuchu epidemii. Mozna z niego odczytaé, ze juz po 7 dniach zaden czlowiek
nie bedzie zywy.
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Rys.3. Zalezno$¢ liczby ludnosci od czasu jaki uptynat od wybuchu epidemii.
Zrodto: Munz P., Hudea L., Imad J., Smith R. J., 2009, When zombies attack!: mathematical modeling of an
outbreak of zombie infection. [w:] Infectious Disease Modelling Research Progress, s. 140.

Model kwarantanny

W  celu powstrzymania wybuchu infekcji mozna przeprowadzi¢ czeSciowa
kwarantanng oséb zarazonych. Zatem w tym modelu nalezy zatozy¢, ze osoby, ktére poddane
sg kwarantannie, jako odizolowane nie mogg zaraza¢ kolejnych ludzi. Zmiany, ktore nalezy
wprowadzi¢ do poprzedniego modelu sg nastgpujace:

e Obszar kwarantanny obejmuje tylko zakazonych cztonkéw populacji lub zombie,
(tempo przyrostu zakazonych cztonkow populacji oznaczamy k, natomiast przyrost
zombie — o)

e Istnieje mozliwo$¢ ucieczki osob poddanych kwarantannie, ale kazdy kto bedzie si¢
staral wydosta¢ na wolno$¢, zostanie zabity (wskaznik uciekinierOw reprezentuje
parametr t),

e Osoby zabite sg przemieszczane do klasy ,,usunigtych”, gdzie moga zosta¢ ozywieni
jako ,,wolne” zombie.

Rownania tego modelu sg zatem nastepujace:

S'"=n—ySZ—a$S
I'"=ySZ — ol — al — ki
Z'=9pl +BR—-6SZ —0cZ
R'=aS+ ol +6SZ— PR+ 1Q
Q' =xl+dZ—1Q.
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Rys.4. Diagram modelu uwzgledniajagcego kwarantanne.
Zrédto: Munz P., Hudea L., Imad J., Smith R. J., 2009, When zombies attack!: mathematical modeling of an
outbreak of zombie infection. [w:] Infectious Disease Modelling Research Progress, s. 141.



Dla = = 0, czyli gdy wybuch infekcji nastgpuje w krotkim czasie, otrzymujemy dwa
stany rownowagi: (S,1,Z,R,Q) = (N,0,0,0,0),(0,0,Z,R,Q). W tym przypadku w celu
analizy stabilnos$ci nalezy okresli¢ stosunek reprodukcyjny R, ktory ma te wlasnos¢, ze jesli

R, > 1, to wybuch infekcji si¢ utrzyma, natomiast dla R, < 1 wybuch bedzie zastopowany.
YNe
(e+K)(6N+0)’
Wynika stad, ze okres bez zarazen bedzie wystgpowal tylko wtedy, gdy Ry < 1. A to
moze by¢ osiggnigte poprzez wydtuzenie czasu kwarantanny oséb zarazonych i zombie. Jesli

yo , ‘ e
(0+1)8" Gdy y > 6, czyli gdy zombie zarazajg

szybciej, niz ludzie mogg je zabi¢, to zatrzymanie wybuchu infekcji zalezy od poczatkowego
stadium zakazenia.

Jednak kwarantanng nie mozna obja¢ duzej liczby zakazonych oséb, poniewaz jest to
nierealne ze wzgledow technicznych i ekonomicznych. Dlatego ¢ i k nie mogg przyjmowac
duzych wartosci. W konsekwencji Ry > 1.

Na ponizszym wykresie zostal przedstawiony stosunek liczby ludnos$ci w zalezno$ci
od czasu jaki mingl od pierwszego zarazenia. W rezultacie, kwarantanna tylko nieco opdznia
moment catkowitej zagtady ludno$ci. Nadal mozna si¢ spodziewac tylko dwoch mozliwych
wynikow: albo zombie zostang wykorzenieni, albo przejmag catkowitg kontrole nad ludzmi.

Uwzgledniajac zatozenia tego modelu, R, mozna zapisa¢ nastepujaco: Ry =

natomiast populacja jest duza, to: Ry =
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Rys.5. Zaleznos¢ liczby ludnosci od czasu jaki uptynat od wybuchu epidemii w modelu

z uwzglednieniem okresu kwarantanny.
Zrédto: Munz P., Hudea L., Imad J., Smith R. J., 2009, When zombies attack!: mathematical modeling of an
outbreak of zombie infection. [w:] Infectious Disease Modelling Research Progress, s. 142.

Model uwzgledniajacy leczenie
W modelu tym zakladamy, ze jesteSmy w stanie szybko wyprodukowa¢ lekarstwo na
wirus zombie, ktore umozliwi ugryzionym powrdcenie do zycia takiego jak przed zarazeniem.
Jednak, osoby poddane leczeniu, nadal moga by¢ podatne na infekcje zombie, dlatego tez
leczenie nie zapewnia catkowitej odpornosci.
Zatozenia, ktore nalezy uwzgledni¢ w tym modelu sg nastgpujace:
e Poniewaz jest leczenie, nie trzeba stosowa¢ kwarantanny,
e Lekarstwo pozwoli powrdci¢ zombie do ich pierwotne] postaci bez wzgledu na,
sposob w jaki zostali zarazeni,
e Osoby uzdrowione nadal sg podatne na atak zombie, zatem lekarstwo nie daje
catkowitej odpornosci.



Zatem w tym modelu otrzymujemy nast¢pujace rownania:
S'=n—ySZ—aS+cZ
I'=ySZ — ol —al
Z'=pl+BR—-65Z—0cZ
R' =aS+ al + 8SZ — BR.
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Rys.5. Diagram modelu uwzglgdniajacego leczenie.
Zrédto: Munz P., Hudea 1., Imad J., Smith R. J., 2009, When zombies attack!: mathematical modeling of an
outbreak of zombie infection. [w:] Infectious Disease Modelling Research Progress, s. 143.

Tak jak dla poprzednich modeli przyjmujemy = = 0. Dla Z = 0 otrzymujemy zwykla
rownowage ,bez chorych” (S,1,Z,R) = (N,0,0,0). Jednak, uwzgledniajac w klasie
,podatnych”, osoby, ktore zostaly wyleczone (oznaczamy je cZ ), otrzymujemy réwniez

S

cZ

endemiczna réwnowage (S,I,Z,R) = ()E/,gZ_ Z, Z—CZ_ ) Jej jakobian jest nastepujacy:
det(J(S,T,Z,R) — Al) = —(yZ — 1) {—/1 [/12 (g + %1+ ﬁ)/l + B ﬁ& +2 4 0B + cﬁ]}

Poniewaz, wyrazenie kwadratowe ma tylko wsp01czynn1k1 dodatnle nle posiada ono
dodatnich wartosci wlasnych. Stad wspotistnienie ludzi i zombie jest mozliwe, a rtOwnowaga
ta jest stabilna. Przyktadowa réwnowage tego typu przedstawia rys.6. W tym przypadku tylko
niewielka czg$¢ populacji jest w stanie koegzystowac wspolnie z zombie.
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Rys.6. Zalezno$¢ liczby ludnosci w zaleznosci od czasu jaki uptynat od wybuchu epidemii

w modelu uwzgledniajacym leczenie.
Zrédto: Munz P., Hudea L., Imad J., Smith R. J., 2009, When zombies attack!: mathematical modeling of an
outbreak of zombie infection. [w:] Infectious Disease Modelling Research Progress, s. 145.

Model ,,impulsywnego wykorzenienia”

Metoda ta polega na atakowaniu i niszczeniu zombie. Jednak ze wzglgdu na
ograniczono$¢ srodkoéw, ktorymi mozna si¢ postuzyC, nalezy zalozy¢, ze trzeba atakowac
wigcej niz jeden raz, a przy kazdym ataku prébowac niszczy¢ wigcej zombie.

Uwzgledniajac posta¢ modelu podstawowego 1 powyzsze zalozenia, otrzymamy
nastepujace rownania:

S'=n—ySZ—aS



7' =ySZ + BR — 85Z

R' = aS + 6SZ — BR

AZ = —knZ
gdzie ke(0,1] i jest to stosunek zabitych zombie do wszystkich atakowanych. Te rezultaty sg
przedstawione na ponizszym wykresie.
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Rys.7. Zalezno$¢ liczby zombie od czasu rozpoczecia atakow.
Zrodto: Munz P., Hudea L., Imad J., Smith R. J., 2009, When zombies attack!: mathematical modeling of an
outbreak of zombie infection. [w:] Infectious Disease Modelling Research Progress, s. 145.

Na wykresie, przyjeto k = 0,25, a wartosci pozostatych parametréw wynoszg (8,y, 8, @) =
(0,0075;0,0055; 0,09; 0,0001). Zatem po 2 i po6t dniach, 25% zombie jest zniszczonych, po
5 dniach — 50%, po 7 i p6t dniach — 75%, a po 10 dniach — 100% zombie ulega zniszczeniu.

Whioski

Z powyze] przedstawionych modeli wynika, ze wybuch infekcji zombie moze by¢
katastrofalny dla catej cywilizacji. Agresywna kwarantanna moze wyeliminowac infekcje, ale
w praktyce jest to mato prawdopodobne. Lekarstwo pozwala przetrwac tylko czegsci populacji,
ktéra musi wspotistnie¢ z zombie. Jedynie tylko czeste ataki, z coraz wigkszg sita, spowoduja
catkowitg likwidacj¢ zombie.

Ponadto dla tych rezultatow przyjeliSmy, ze czas wybuchu infekcji jest krotki
1 pominglismy wskazniki urodzen i1 zgondéw. Jednak jesli weZmiemy te wskazniki pod uwage,
to wybuch infekcji zombie doprowadzi do upadku cywilizacji. Stanie si¢ tak dlatego, ze nowi
ludzie beda stanowi¢ nowe obiekty do zakazenia przez zombie. Zatem aby wyeliminowaé
infekcje, musimy dziata¢ szybko 1 zdecydowanie.

Gdyby plaga zombie wystapita naprawde, ludzko$¢ nie mialaby szans przezycia.
W powyzszych modelach zalozylisSmy, ze nasza populacja liczy 500 tysigcy ludzi. W modelu
podstawowym wystepuja tylko dwie sytuacje, albo wszyscy sa zombie, albo nikt nie jest
zarazony. Po uwzglednieniu fazy utajonego zarazenia, upadek rozwazanej populacji, nastapi
po 7 dniach. Gdy zastosujemy kwarantanne, to zagtada zostanie tylko opdzniona o dzien lub
dwa. Model uwzgledniajacy leczenie pozwala wspotistnie¢ ludziom 1 zombie. Tylko aktywna
walka z tymi istotami pozwala zastopowa¢ zagtade ludzkosci.



