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Sztuka przemawiania jezykiem matematyki

Streszczenie:

Wydawa¢ by sie¢ moglo, iz sztuki plastyczne i matematyka to dwie zupelie rozne
dziedziny. Z jednej strony tworcza dziatalno$¢ artystyczna zmierzajaca do uchwycenia piekna
Swiata, z drugiej za§ surowos¢ wzordw 1 regul, jednoznacznie prowadzacych do uzyskania
konkretnego wyniku.

A jednak dzieki matematyce powstajg struktury i wzory, ktérym wielu artystow
mogloby bi¢ poklon i spoglada¢ na nie z zachwytem. Jednak niewielu ludzi ma talent do
taczenia matematyki i sztuk plastycznych jaki posiadal Maurits Cornelis Escher. W swoich
grafikach potrafit w sposob perfekcyjny wykorzystywac proste struktury, takie jak trojkaty
paraboliczne, wieloSciany czy wstege Mobiusa, ale takze postugiwal si¢ tak ztozonymi
pojeciami jak geometria Lobaczewskiego, teselacje, model Poincarego czy efekt Droste’a.
Nazwisko Eschera moze wydawac si¢ malo znane, ale wiekszo$¢ z nas widziata jego dzieto
pt.: ,,Wodospad”.

Obrazy Eschera sa znakomitym przyktadem ukazania pickna matematyki umiejetnie
wykorzystanej w sztuce.

Stowa kluczowe: teselacje, Escher, parkietaze, figury niemozliwe, model Poincarégo

Art that appeals language of mathematics
Streszczenie:

It would seem that the fine arts, and mathematics are two completely different fields.
On the one hand, the creative arts activities aiming to capture the beauty of the world, on the
other hand the severity of patterns and rules, clearly leading to a particular outcome.

But thanks to the mathematics structures and patterns are formed, which many artists
could beat bow and look at them in awe. However, few people have the talent to combine
math and art | have Maurits Cornelis Escher. In his graphic could be used as a perfect simple
structure, such as parabolic triangles, polygons or Maébius strip, but also used the complex
concepts such as geometry Lobachevsky, tessellations, the Poincaré model Droste'a effect.
Escher's name may appear to be little known, but most of us have seen his work: "Waterfall".

Escher's images are a great example of the beauty of mathematics year skillfully used
in the art.



Czy matematyka moze sta¢ si¢ natchnieniem dla plastyka? Czy moze by¢ narzedziem
pomagajacym przekaza¢ mysli oraz pomysty zrodzone w ludzkim umysle? Czy moze by¢
srodkiem wyrazu w wyrazaniu stosunku do $wiata i w ukazaniu jego pigkna? Matematyka,
malarstwo, grafika i inne dziedziny sztuki sg tylko rzekomo odlegte od siecbie. Wedrujac
Sciezkami kultur r6znych cywilizacji, odwiedzajac galerie malarstwa i muzea, odnajdujemy
rozne dzieta sztuki, ktéore wykazuja odniesienie do matematyki. Niekiedy artysta
wykorzystywat wiedz¢ matematyczng w sposob catkowicie intuicyjny, innym razem
inspiracje matematyczne stanowig element dekoracyjny i uzytkowy, ale moze by¢ ona
réwniez gtownym narzedziem do tworzenia dzieta artystycznego. Na calym $wiecie znana
jest zarowno sztuka islamu, jak i tworczos¢ Mauritsa Cornelisa Eschera — holenderskiego
dziewigtnastowiecznego grafika, ktory posiadal wyjatkowa wyobrazni¢ geometryczng. Zatem,
czy mozna tworzy¢ wiasne, fantastyczne $wiaty, bawigc si¢ matematyka, ksztaltem oraz
geometrig?

Celem niniejszego referatu jest ukazanie przenikania si¢ matematyki i sztuki na
wybranych przykladach, jak rowniez udzielenie odpowiedzi na postawione wyzej pytania.

Wyjatkowos¢ sztuki Eschera

»Jest to zapewne najbardziej kuriozalne dzielo, absolutnie niepowtarzalne, jakiego
zaden inny artysta grafik na §wiecie (z catym szacunkiem) Ci nie zaprezentuje. Nie brzmi to
zbyt skromnie, ale cdz na to poradze. Takie to whasnie jest.” Tak pisat Escher o swojej sztuce
w liscie do przyjaciela. W tym zdaniu nie ma zadnej przesady, poniewaz wyjatkowosé jego
grafik 1 obrazéw jest oczywista nawet dla tych, ktorzy ze sztuka maja mato wspolnego.

Jednym z najbardziej znanych drzeworytow tego artysty jest ,,Wstega Mobiusa”.
Samo pojecie wstegi Mobiusa okresla tzw. dwuwymiarowg zwartg rozmaito$¢ topologiczng
zanurzong w przestrzeni trojwymiarowej, ktorg mozna uzyska¢ sklejajac tasme koncami ,,na
odwr6t”. Jej najwazniejsza cecha jest to, ze ma tylko jedna strong, czyli jest tzw.
powierzchnig jednostronng. Posiada ona rowniez tylko jeden brzeg (krawedz).

,Wstega Mobiusa”, Escher, drzeworyt wzdluzny

Escher proponuje odbiorcy swoich dziet zabaweg perspektywa, architekturg
I przestrzenig. Dzigki swojej znakomitej wyobrazni tworzyt on dzieta, ktore na pierwszy rzut
oka robig wrazenie naturalnych. Jednak przy doktadniejszym przyjrzeniu si¢ im czgsto to, co
wydawato si¢ zwyczajne, okazuje si¢ nietypowe — wrecz nierzeczywiste. Prezentujac swoje
wizje, Escher zawsze kieruje si¢ niezmiennymi zasadami matematyki, ktore rzadko ludzie
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kojarza z prawami estetyki. Dla niego to wtasnie ,.krolowa nauk” jest glownym $rodkiem do
wizualnego przedstawienia wlasnych wyobrazen rzeczywistosci. Jego sztuka nie wymaga od
widza wiedzy matematycznej, ale znajomos$¢ rzadzacych nig regut pozwala na jej pelny
odbior 1 na podjgcie proby rozszyfrowania matematycznych inspiracji jego dziet.

Matematyka w sztuce Eschera

Za ,sztuk¢ matematyczng” powszechnie przyjmuje si¢ dzieta, ktore wykazuja
matematyczng struktur¢ 1 oddziatuja matematycznymi skojarzeniami na wyobrazni¢
matematykow. Grafiki Eschera sg przepelnione elementami matematyki, ale nie sg to liczby
czy rownania tak utozsamiane z matematyka przez laikow, lecz réznego typu formy oraz
struktury ptaskie i przestrzenne.

Dorobek Eschera charakteryzuje bogactwo potaczenia dwoch nurtow: sztuki
ilustrujacej matematyczne koncepcje i1 sztuki, ktora jest jedynie inspirowana matematyka.
Do pierwszej grupy nalezg niezwyktej urody przedstawienia wieloscianow, pierScieni, spiral
czy weztdw, a do drugiej — tajemnicze odbicia w niezwyktych lustrzanych taflach. Wszystkie
jego obrazy moga stanowi¢ doskonatg pomoc przy poznawaniu wielu rozmaitych zagadnien
matematycznych.

,»Wezly”, Escher drzeworyt
langowy

,,Reka z odbiciem w kuli”,

,,Rysujace rece”, Escher, litografia Escher, litografia

Ulubionym motywem Eschera sag metamorfozy, w ktorych odbiorze tatwo si¢ zagubi€.
Przygladajac si¢ im, widz traci orientacj¢ w przestrzeni, nie wie, gdzie jest sciana, podtoga,
a gdzie sufit, co jest wypukle, a co wkleste oraz czym w istocie jest dany ksztalt. W pracach
znajdujemy zachwycajace zestawienia przestrzeni i ptaszczyzny oraz proby usunigcia granicy
migdzy nimi (np. gdy reka rysuje reke rysujaca t¢ wlasnie reke — zob. rysunek powyze;j).

,Metamorfozy”, Escher, drzeworyt wzdtuzny



Innym szczeg6lnym obszarem zainteresowan Eschera byty tesselacje, czyli parkietaze
ptaszczyzny lub posadzki. Parkietazem nazywa si¢ pokrycie ptaszczyzny takimi wielokatami,
ktoére nie zachodza na siebie. Parkietaz foremny sktada si¢ z przystajacych wielokatéw. Kazdy

z nich jest oznaczany przez tzw. symbol Schléfliego (p, g), ktory oznacza, ze ptaszczyzna
pokryta jest wielokatami o p bokach, a w kazdym wierzchotku schodzi si¢ g wielokgtow.

Przyktady parkietazy ztozonych z wielokatow foremnych

Kiedy rozszerzymy definicj¢ parkietazu, dopuszczajac w niej figury przystajace, ktore
nie s3 wielokatami, mozemy otrzyma¢ ponizsze, przykladowe pokrycia ptlaszczyzny,
w przypadku ktorych trudno oprze¢ si¢ wrazeniu, ze tu zdecydowanie wkracza juz sztuka.

Warto wspomnie¢, ze mistrzami sztuki wypelniania plaszczyzny powtarzajacym sie
motywem byli juz Maurowie, ktorzy w motywach dekoracyjnych czgsto wykorzystywali
mozaiki z figur geometrycznych. Po wizycie w Alhambrze, zafascynowany arabskimi
ornamentami, Escher zapelial odtad plaszczyzn¢ rybami, gadami, ptakami, pajacami
1 innymi postaciami o przedziwnych ksztattach, a do projektowania tych figur wykorzystywat
przeksztalcenia geometryczne, takie jak: symetria, obroty i translacje. Uzyskiwal w ten
sposob bardzo ciekawe wzory, ktdre nosza dzi§ nazwe parkietazy escherowskich. Maja one
plaszczyzng urzekajaca magia ornamentu, cho¢ sg tylko pochodnymi regularnych pokry¢
ptaszczyzny identycznymi wielokatami.

Poincaré, Coxeter i Escher

Do spotkania Harolda Scotta i MacDonalda Coxetera z Escherem doszlo na
Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym w 1954 roku. Od tamtej pory panowie czgsto
ze sobg korespondowali. Byto to wynikiem ogromnego wrazenia, jakie wywart na Escherze
rysunek jednej z prac Coxetera, przedstawiajacy pokrycie plaszczyzny trojkgtami
hiperbolicznymi, ktorego szkic zamieszczony jest ponize;j.

Od tego czasu szczegllnie zainteresowaly Eschera parkietaze kota z motywem
malejacym w miarg zblizania si¢ do brzegu tej figury. Wykorzystujac otrzymany od CoXxetera
rysunek, zrekonstruowat siatke tukow, ktore nastepnie stosowat do tworzenia interesujacych
parkietazy ptaszczyzny z geometrig nieeuklidesowa. Pierwsza tego typu praca Eschera bylo
dzieto zatytutowane ,,Granice kota I”.



,.QGranice kota 17, Escher, drzeworyt wzdtuzny Coxeter, parkietaz hiperboliczny

Z kolei Henri Poincaré zaproponowat nastepujacy model ptaszczyzny hiperbolicznej:

e Uniwersum (zbidér wszystkich elementow danego rodzaju) stanowi ptaskie koto
jednostkowe K bez brzegu;

e prostymi” sg $rednice oraz tuki okregdéw ortogonalnych do brzegu kota K;

e izomeriami sg symetric wzglgdem $rednic, obroty wzglgdem $rodka kota K, inwersje
wzgledem okregdw ortogonalnych do brzegu kota K oraz ztozenia tych przeksztalcen.

Model Poincarégo jest konforemny, tzn. odlegtosci euklidesowe sa znieksztalcone, ale
katy euklidesowe sa zachowane. Trojkat w tym modelu jest figura, ktorej trzema bokami sg
fragmenty prostych (fukéw okregdéw ortogonalnych do brzegu kota lub $rednic). Podobnie
okresla si¢ czworokat oraz inne wielokaty. W takiej sytuacji suma katow wewnetrznych
kazdego trojkata ma mniej niz 180°.

Grafiki, ktore sg opatrzone tytutem ,,Granice kota” stanowig artystyczng wizj¢ modelu
Poincarégo plaszczyzny z geometriag Lobaczewskiego. Ukazanie nieskonczonosci zawartej
w skofnczonym obszarze doskonale oddaje ide¢ geometrii hiperboliczne;.

Parkietaze Eschera staty si¢ tematem powaznych analiz matematycznych oraz dawaty
impuls artystom do tworzenia kolejnych ,hiperbolicznych” obrazéw. Sam Coxeter,
oczarowany zawarta w nich matematyczng glebig, poddal je szczegdlowej analizie
1 potwierdzitl niezwykla matematyczng precyzj¢, z jaka zostaly one wykonane, doktadnie
wpisujac si¢ w siatke tukow triangulacji dysku Poincarego. Grafiki ,,Granice kota” I, 11'i IV
bazuja na tukach ortogonalnych do brzegu. Natomiast dzieto ,,Granice kota” III cho¢ takze
wykorzystuje tuki okregow, to jednak nie sg one prostopadlte 1 nie tworzg parkietazu
hiperbolicznego. Escher wykorzystal tu ekwidystanty, czyli linie réwnoodlegte od tukow
triangulacji ortogonalne;j.

Figury niemozliwe

Dla Eschera inspiracja byly takze prace brytyjskiego fizyka i matematyka Rogera
Penrose’a. W wyniku czego zainteresowat si¢ rowniez ztudzeniami optycznymi i architektura
nierealng. W wielu jego dzietach mozna odnalez¢ podstawowe figury niemozliwe, takie jak
niemozliwy trojkat Penrose’a, niemozliwy sze$cian Neckera czy schody prowadzace donikad.

Figure niemozliwg definiuje si¢ jako plaski rysunek, ktory:
e sprawia wrazenie trojwymiarowosci (czyli wyglada jak obiekt przestrzenny);

e sprawia, ze nasza interpretacja przestrzenna tego rysunku (domniemanego obiektu
przestrzennego) jest niemozliwa do materialnej realizacji, poniewaz



e zawiera wyraznie widoczne trudnosci.

Oto kilka przyktadow takich figur.

Szesécian Neckera Schody Penrose’a

»Wodospad”, Escher, litografia »W gore i w dot”, Escher, litografia

Litografia ,,Waterfall” pokazuje pozorny paradoks, polegajacy na tym, ze woda
z podstawy wodospadu wydaje si¢ biec w dot wzdtuz drogi wodnej przed dotarciem na szczyt
wodospadu. Natomiast w dziele ,,W gore i w dot” dostrzegamy duzy budynek z dachem
0 niekonczacych sie schodach, po ktérych w koto wchodza 1 schodza identycznie wygladajace
postacie. Cho¢ wigkszos¢ artystow tworzacych dziela dwuwymiarowe wykorzystuje
proporcje aby stworzy¢ iluzje glebi, to Escher jednak uzywa sprzecznych proporcji tworzac
wizualny paradoks.

Efekt Droste’a

Jednym z najbardziej ciekawych dziet Eschera jest
litografia ,,Galeria grafiki” (zob. rysunek obok). Przygladajac
si¢ jej, zadajemy sobie pytanie, czy mozna by¢ jednoczes$nie
wewnatrz oraz na zewnatrz obrazu. Mtodzieniec spogladajacy
na obraz w galerii, widzi statek, morze, powigkszone miasto, a
w nim galeri¢ grafiki, w ktorej odnajduje siebie wpatrzonego w
morze. Wyjatkowg tajemnica dla wielu badaczy twodrczosci
Eschera okazata si¢ znajdujaca si¢ na $rodku obrazu biata
plama.

Obraz ten ma niezwykle interesujacg strukture
matematyczng, kojarzaca si¢ z tak zwanym Efektem Droste’a, czyli ze specjalnym rodzajem
obrazu rekurencyjnego. Dzielo ukazujace ten efekt zawiera mniejszg wersje samego siebie
W miejscu, gdzie podobny powinien si¢ pokaza¢. Ta mniejsza wersja zawiera jeszcze
mniejsza wersje w analogicznym miejscu i tak dalej. Teoretycznie, moze si¢ to ciaggnac
W nieskonczonos$¢, ale praktycznie jest to ograniczone rozdzielczo$cig obrazu, czyli


http://en.wikipedia.org/wiki/Paradox
http://en.wikipedia.org/wiki/Waterfall

wzglednie krotko, poniewaz do opisu wystepujacych w takim dziele znieksztatcen
wykorzystuje si¢ wyktadnicze funkcje zespolone.

Bart de Smit 1 Hendrik Willem Lenstra zaintrygowali si¢ dzietem Eschera ,,Galeria
grafiki” i dokonali matematycznych symulacji oraz szerszych badan nad tym obrazem. Swoje
wyniki przedstawili w pracy ,,The mathematical structure of Escher’s Print gallery”. Na
ponizszych rysunkach znajduja si¢ dwie siatki. Pierwsza z nich jest siatka obrazu ze szkicow
Eschera, a druga, bardzo podobna, jest siatkg uzyskang przez Lenstre za pomocg funkcji
zespolonych.

Na podstawie omowionych przyktadow mozna stwierdzié, ze matematyka i sztuki
wizualne to tylko pozornie odlegle obszary. Przecigtny odbiorca sztuki Eschera, oraz innych
tworcoOw ,,sztuki matematycznej”, czgsto nie uswiadamia sobie, ze ma do czynienia
z pewnymi aspektami matematyki. Mozna zatem uzna¢ Eschera za prekursora laczenia
matematyki i sztuki. Pokazal on, ze nawet proste przeksztalcenia teselacji, symetrii lub
obrotow, bez zagle¢biania si¢ w wiedz¢ matematyczng, moga prowadzi¢ do niesamowitego
efektu artystycznego, ktory zachwyca oko. Wspoélczesne techniki multimedialne otwierajg
przed wszystkimi droge do niecodziennej dziatalno$ci artystycznej. Dlatego wykorzystujac
szerokie mozliwosci wspotczesnych programoéw komputerowych, mozna samemu zbudowaé
wlasng pracownig¢ artystyczng oraz tworzy¢ wiasne fantastyczne projekty.
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